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Resumo: Os numeros transreais foram propostos por James Anderson a fim de
aplica-los a programacdo de computadores. O conjunto dos transreais, no qual &
permitida a divisdo por zero, é formado pelos numeros reais adicionado de trés
novos elementos, infinito, menos infinito e o nulidade. Neste texto fazemos um
apanhado histérico da evolucdo do conceito de nuamero. Ao fim, fazemos uma
introducdo a exposicdo de James Anderson e comentamos, brevemente, nossa

proposta de construcao dos transreais a partir dos reais.
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1. Introducéo

Na década de 2000, James Anderson® introduz o conjunto dos nimeros
transreais. A motivacdo de Anderson era dar uma definicdo a divisdo por zero. Seu
desejo seria aplicar esta teoria a programacao de computadores, a fim de que estes
nao voltassem mensagem de erro quando do aparecimento de uma divisdo por zero
durante seu processamento. James Anderson postula, além dos numeros reais, a
existéncia de trés novos numeros, 1/0, —1/0 e 0/0 e chama de nUmeros
transreais os numeros reais adicionados destes trés novos elementos.

Assim, Anderson introduz um novo conceito de nimero de forma axiomatica. E

claro que tal caminho para resolver-se o problema da divisdo por zero € passivel da

! James A. D. W. Anderson atualmente é professor da School of Systems Engineering - Reading University na
Inglaterra.



opinido de que apenas foi dado um nome para o objeto 0/0, que ndo € um nimero

(no sentido usual)! Esta observacdo, em um primeiro momento, ndo esta
equivocada. Porém, lembramos que este € um processo comum nha histéria da
matemética. Por exemplo, quando Bombelli’ encontrou a raiz quadrada de um
namero negativo, teve a audacia de operar com este objeto supondo que, para este
novo objeto, valiam as propriedades aritméticas dos numeros reais. Bombelli ndo
deu o rigor que a matematica atual exige, mas matematicos posteriores
estabeleceram de forma construtiva e rigorosa o hoje, tdo aceito e importante na
matematica e em diversas ciéncias, conjunto dos numeros complexos. James
Anderson deu um importante passo na resolucdo do problema da divisdo por zero
propondo uma axiomatica para os numeros transreais. Os autores deste texto tém
uma proposta, a ser publicada, de construcédo do conjunto dos transreais a partir do
conjunto dos numeros reais. Desta forma, os transreais e sua aritmética surgem
como uma consequéncia dos reais e ndo de forma axiomatica.

No presente texto trataremos da evolugéo, ao longo da histéria, do conceito de
namero. De como o homem, em diversos momentos, necessitou ampliar o que
entendia por niumero. E observaremos que cada uma destas ampliacdes se deu
inicialmente de forma intuitiva, sem preocupacdo com rigor, vindo depois a

formalizacdo do novo conjunto numérico.

2. A Evolucéo do Conceito de Numero

O que entendemos por niumero nem sempre foi como € hoje. Os conceitos néo
nascem prontos nas paginas dos livros e artigos, nem nas mentes de seus
pesquisadores, mas evoluem, mudam e sdo aprimorados ao longo do tempo. As
primeiras percep¢bes do que seria um numero parecem estar ligadas a
dessemelhancas. Por exemplo, a diferenca entre alimentar uma pessoa e alimentar
muitas pessoas, produzir uma ferramenta e produzir duas ferramentas (BOYER,
1974). Percebidas as diferencas entre grupos de um mesmo tipo de coisa, passa-se
a observar as semelhancas entre grupos de coisas diferentes. Qual seria a
semelhanca entre um casal de coelhos e uma dupla de homens? A principio, estes

dois grupos sdo bem diferentes, porém notamos uma regularidade quando

% Rafael Bombelli: matematico italiano que viveu no século XVI.



passamos a falar de um grupo para outro. Uma caracteristica comum a estes dois
grupos é a nocdo intuitiva de que ambos sédo formados pela mesma quantidade de
objetos. O homem primitivo, para expressar o montante de um determinado grupo,
passou a utilizar marcacfes em 0ssos ou tdbuas de barro de forma que cada marca
feita correspondia a um determinado objeto do grupo. Estes séo, talvez, os primeiros
indicios da utilizacdo de representacbes numéricas. O homem abstraia a
caracteristica peculiar de cada coisa e usava 0s mesmos simbolos para representar
guantidades ainda que de coisas diferentes. Estes nameros que nascem de
processos de contagem sdo os denominados nimeros naturais.

Por muito tempo os Unicos entes compreendidos por numeros eram 0S
nameros naturais. Porém nao é dificil conjecturar que, em algum momento na
histdria, se iniciaria 0 uso de fragcdes. Um dos registros mais antigos que se tem da
ideia de nimero fracionario é o Papiro de Ahmes® (ou Papiro de Rhind*). Datado de
aproximadamente 1650 a.C., € um papiro egipcio que propde, dentre outros,
problemas de multiplicacdo e divisdo entre fracdes. Cabe destacar também os
registros babildbnicos em tabelas com o inverso multiplicativo e operacdes de
multiplicacdo e divisdo. Uma dessas tabelas mostra os inversos dos numeros
inteiros de 2 a 12, exceto os de 7 e de 11. O motivo, provavelmente, é o fato de 7 e
11 nado terem representacdo sexagesimal finita (60 era a base de numeracéo
babilénica) (EVES, 2011). Isto revela que a aritmética babildbnica ndo possuia todas
as operacOes atuais entre racionais positivos. Com isto, observamos que, para os
babilénios, os ndmeros cujas representacdes sexagesimais ndo eram finitas nao
atendiam o conceito de numero.

O reconhecimento e a utilizagdo de nameros inteiros negativos surgiram depois
dos numeros fracionarios. Por volta de 200 a.C, o sistema de numeracéo chinés
indicava o uso de nimeros negativos. Ja na Europa, a partir do século Xll, uma das
grandes motivacbes para o desenvolvimento da matemética era o problema da
resolucdo de equacdes polinomiais. Cardano®, em seu livio Ars Magna, admite
solucdes negativas (BOYER, op.cit). Mesmo que alguns matematicos aceitassem a
ideia de numero negativo, por um longo tempo, estes foram motivo de controvérsias

e discussdes. Uma contribuicdo importante para seu desenvolvimento foi a de

® Ahmes: escriba egipcio que viveu, provavelmente, entre os séculos XVIl a.C. e XVl a.C.
* Alexander Henry Rhind: egiptélogo escocés que viveu no século XIX.
® Girolamo Cardano: matematico, fildsofo e médico italiano que viveu no século XVI.



Fontenelle®, que entendia os nimeros negativos ndo apenas como oriundos do
processo de subtracdo, mas também como ndmeros que estavam em poSi¢ao
oposta aos positivos. Muitos outros contribuiram para o desenvolvimento e aceitacédo
do conjunto dos numeros negativos, até seu total estabelecimento com a
formalizacdo de numero real.

A ideia de numero irracional se deu, provavelmente, quando da descoberta de
grandezas incomensuraveis’ (EVES, op.cit). Existem controvérsias sobre quando e
por quem se deu esta descoberta, mas o certo € que ela aconteceu. Os Elementos
de Euclides® mostram uma demonstracéo da incomensurabilidade entre a diagonal e
o lado de um quadrado. Sendo assim, ficou estabelecido que as razbes entre
nameros inteiros ndo eram suficientes para representar medidas. Hoje chamamos os
nameros que nao podem ser expressos por uma razao entre inteiros de numeros
irracionais. J& no século XVII, os irracionais eram manipulados sem preocupacao
com sua hatureza.

Como sabemos, em diversos momentos, a matematica é feita de forma
intuitiva. Porém néo sédo poucas as situacdes em que falha a nossa intuicdo. Por
isto, a matematica passou por um processo de busca de rigor, isto €, as verdades
estabelecidas ndo deveriam basear-se apenas na percepg¢ao, mas em uma deducao
l6gica de verdades ja estabelecidas; e os objetos de estudos deveriam estar bem
definidos e fundamentados. O Calculo, por exemplo, se mostrou bastante frutifero,
porém suas inovacdes trouxeram também uma preocupacdo com a fundamentacao
de seus conceitos. E um dos principais objetos de estudo do Célculo é o conjunto
dos numeros reais (0s irracionais unidos aos racionais). Até entdo, a ideia que
prevalecia era a de que cada ponto da reta corresponde a um numero. Porém era
necesséaria uma formalizacdo dos numeros reais sem o apelo geométrico da reta. No
século XVIII, consolidou-se a nocédo de que a propriedade que possui a reta, mas
falta aos numeros racionais é a continuidade. O problema é que o conceito de
continuidade era, ainda, uma ideia intuitiva, carecendo de formalizacdo. Dedekind®

foi o primeiro a conceituar continuidade. Ele verificou que todo ponto na reta

® Bernard le Bouvier de Fontenelle: matematico francés que viveu entre os séculos XVII e XVIII.

" Duas grandezas sdo incomensuraveis, quando ndo sdo comensuraveis. E sdo comensuraveis quando existe
uma grandeza de medida u e nimeros inteiros m e n tais que uma das grandezas tem medida mu e a outra tem
medida n.

8 Euclides: matematico grego que viveu entre os séculos IV a.C e lll a.C.

° Richard Dedekind foi um matematico alemao do século XIX. Além de apresentar o conceito de continuidade,
Dedekind também se notabilizou por apresentar os nimeros naturais mediante um conjunto de postulados que,
mais tarde, seria visto como a primeira caracterizagdo estruturalista dos niUmeros naturais.



determina uma decomposi¢cdo da mesma em duas partes, de tal forma que todo
ponto de uma parte estd a esquerda de todo ponto da outra parte. Dedekind
verificou que a reciproca é verdadeira. Se a reta for dividida em duas partes de tal
forma que todo ponto de uma esta a esquerda de todo ponto da outra, entdo existe
um e somente um ponto que faz esta separacdo. Esta, a reciproca, seria a
propriedade de continuidade da reta. Com isso, Dedekind definiu cada numero real
como sendo um corte’® no conjunto dos nimeros racionais e, a partir desta
definicdo, deduziu todas as propriedades de nimeros reais, inclusive a que falta aos
racionais, a continuidade. Mais tarde, Cantor'' também deu uma construcéo dos
nameros reais, mas diferente da de Dedekind. Cantor definiu cada numero real
como uma determinada classe de sequéncias de numeros racionais.

Rafael Bombelli se deparou com a raiz quadrada de um numero negativo

3

enquanto procurava solucdo para a equacdo x° —15x — 4 = 0. Até entdo, era

comum dizer, apenas, que a equacdo ndo possuia solucdo. Bombelli operou com o
objeto estranho, a raiz quadrada de um numero negativo, utilizando as propriedades

usuais de nuameros reais e encontrou 4 como solugdo. Substituindo X por 4, ndo é

dificil ver que, de fato, 4 é solucdo da equagdo. Bombelli, entdo, passou a utilizar os

nameros imaginarios com as mesmas propriedades aritméticas dos nameros reais.
Por muito tempo, a ideia de que a raiz quadrada de um numero negativo é um
namero nao foi bem aceita entre os matematicos. Porém, a necessidade do estudo
destes novos objetos foi latente. Com a formalizacdo de que cada numero complexo
era um par ordenado de numeros reais, com definicdes de adicdo e multiplicacao
convenientes, as ideias contrarias a estes numeros foram abandonadas (BOYER,
op.cit).

Um dos conceitos fundamentais do Calculo € o de limite. Um embrido desta
ideia foi utilizado ja na antiguidade, como, por exemplo, no atualmente denominado
Método da Exaustdo (BOYER, op.cit). J& Leibniz*?, um dos precursores do Célculo
moderno, ndo tinha formatada a ideia de limite. Ele ndo tomava o limite de um

determinado nUmero tendendo a zero. Leibniz tomava um ndmero infinitamente

' um conjunto A de nimeros racionais € dito um corte (corte de Dedekind) se, e s6 se, ndo é um conjunto trivial,
isto €, A ndo é vazio e ndo é o conjunto de todos os racionais e, além disso, satisfaz as duas propriedades: se x
€ um elemento de A e y é um racional com x <y, entdo y € um elemento de A; se z € um elemento de A, entdo
existe um elemento de A, w, tal que z < w.

H George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor: matematico russo que viveu entre os séculos XIX e XX.

2 Gottfried Wilhelm Leibniz: filésofo, matematico e diplomata aleméo que viveu entre os séculos XVII e XVIII.



pequeno ou infinitamente proximo de zero, mesmo sem ter uma definicdo rigorosa
do que seria este nimero (CARVALHO e D’OTTAVIANO, 2006). Os infinitésimos de
Leibniz sofreram duras criticas por carecerem de uma formalizacdo. SO na década
de 1960, Robinson®® estabeleceu de forma rigorosa o conceito de infinitésimos.
Estes nlmeros pertenceriam a um conjunto que contém o conjunto dos ndameros
reais: o conjunto dos numeros hiperreais. Robinson define cada numero hiperreal
como uma determinada classe de sequéncias de numeros reais, e com definicdes
adequadas de adicao, multiplicacdo e da relacédo de ordem, deduz as propriedades

aritméticas destes novos numeros.

3. NUmeros Transreais

Como j& comentado, James Anderson prop6s o conjunto dos numeros
transreais que seria o conjunto formado pelos nimeros reais e trés novos nimeros
(chamados de numeros estritamente transreais): 1,/0, —1/0 e 0/0. Estes trés
nameros sao, respectivamente, denominados por infinito, menos infinito e nulidade e
simbolizados por =, —= e ®. Anderson postula que 1/0 =x/0e 1/0 = —x /0 para

qualquer x real positivo. Também define que —= <X x < * para qualquer x transreal

diferente de ®, e que ® ndo tem relacdo de ordem com qualquer outro nimero
transreal. Além disso, define as operacbes aritméticas entre 0s numeros

estritamente transreais e entre estes e 0s nUmeros reais;: se x € um numero

transreal, entdo

Simétrico: -0 =, —(e0) = —oo, —(—) = =,
Reciproco: 071 = e ol =o, w1l = (—=)1=o.
) @, xs{—0 &} { ®, xef«= o}

A0: D =& o = oo .
Adicao +x , +x {m’ xg{—c, @) +x e, xg (e ®)
®, x={0,®} ®,  xe{0,d}
Multiplicagdo: @ xx =@, = xXx =4 =, x>0, —9Xx=49—%, x>0
— oo x=10 o x =10

13 Abraham Robinson: matematico estadunidense que viveu no século XX.



NOs propomos um caminho alternativo. Em texto a ser publicado, fazemos uma
construgdo do conjunto dos transreais a partir do conjunto dos numeros reais.
Definimos cada numero transreal como uma classe adequada de pares ordenados
de nuameros reais. Definimos, para estas classes, as operacdes aritméticas e uma
relacdo de ordem a partir das propriedades entre nimeros reais. Desta forma, as
propriedades dos transreais sdo deduzidas, isto é, sdo consequéncias logicas das
propriedades dos numeros reais.

E importante salientar que héa varios contextos em que os transreais se mostram
mais adequados como instrumento de analise do que os préprios reais. Por

|l4

exemplo, em ldgica, pode-se construir uma semantica total™ que abarca todas as

possibilidades logicas existentes. Assim, o infinito (*) é associado ao
“absolutamente” verdadeiro, o menos infinito (—*) ao “absolutamente” falso, o zero

(0) ao que é simultaneamente verdadeiro e falso (paradoxos), e a nulidade (®) é
associada ao que nem é verdadeiro nem falso (o indeterminado). Os nameros reais
maiores que zero sao relacionados a “graus do verdadeiro”, e os numeros reais
menores que zero sdo associados a “graus do falso”. A vantagem de tal semantica é
qgue ela consegue unificar, de forma bem simples, os comportamentos seméanticos
tanto das logicas classicas como das ditas ndo-classicas (l6gicas que ndo obedecem

ao principio de ndo-contradi¢cdo ou ao principio do terceiro excluido).
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